Note sur la recherche des monomes maximaux en algebre de post  by Bordat, J.P.
Discrete Withematics 17 f 1977) X3-326. 
@ North-Hc!land Publishing Company 
NOTE SUR LA REZHERCHE DES MONOMES MAXIMAUX 
EN ALGEBRE DIE: POST 
J.P. BORDAT Ga 
Institut da M&imatiuucc, Plaet Eugknu Batuillon. .WHI Montpellier Cedex, France 
Re~u en 21 juillet 1975 
Cet~c note gCnCralise de man&e directe certaines propriktCs des constnsus et certains 
algorithmes cnnnus en AlgiWe de Book. Les d6monstrations. ainsi que divers exemples 
d’applications des algotithmes tit&, pourront &re trouv& dans f 1 J. 
Notations. Soit n un entier positif, p un entier suphieur B 1. On dksipnera par P 
l’ensemhle totalement ordonne (0.1 , . . ., p - 1). L’ensemble E des applications de 
P” dans lp est un treillis (induit) et satisfait aux axiomes de d6finition d’ufi treillis de 
Post [2]. Ses Clements ont des fonctions de Post. Les lois de borne supkrieure t de 
borne infhieure sur un treillis sont notkes respectivement “ + ” et “ . ” . 
1. D&in&ions 
1.1. Monhrs 
Dans E, on considke les applications particuiittres xi, x rin) (i, ar E 
P l (t,, I&.. .) l")E PM). 
p&e r&me variable (voir p. ev. [Z, 31). x,(~) es! appe? ii?mr: variables sous 
::t la forme cy. i ‘n rwn6me est un produit p = c 9 x,,~,,,x~(,,* l - xQc%, (ik f i,). 
1. - d’une constante c 5 F Qite coefficient, c# 0, 
- d’urae partie IittCrale (&en!uellement absente) elle-mime y.oduig de. plusieurs 
variables sous furmes di\ ews. 
En toute rigueur x i,(ao - - l x b81qwl n’est pas un moname (abserlce de coefficient), 
mais d6finit ta fonction &ale au mon6me (JI - 1)x gl(Rlt l l l x+,,). Clrtl considkrera 
cependant qu’une partie tittkale seule d&nit un mon6mc de coeficient p -- 1. 
Si fE E cf non constamment nulle), on sait qu’on peut exprimer f sow la forme 
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f = p, + p2 + l l * + p4 
oti les p, sont des mon6mes. 
Une telle expression de f est un polynhe. Par exemple. 
p-1 p-1 
xi z. c QI! ’ Xi(*)= c a l x *(a)* 
n-0 a=1 
1.2. MonGmes et monSmes maximaux d ‘une fonction de Post 
Nous dirons que p est tnoniime de f si p est un monhme minorant fi 
p est montinre maximal de f si et seulement si 
(1) p + 
(2) Pour tout n9n6me pl: p Q pq Sf --_1> p = pI. 
1.3. Egalitk et in&M irrkductibles 
Une 6gaIitC (resp. inkgz . ) de la forme 
oti les p, sont des moniimes, est dite irr4ductible si, par suppression d’un p, 
quelconque, la somme de mon6mes rhiduelle est strictement infhieure A f (reap. 
ne majore plus f). 
1 A. Variables monoformes et multifortnes d‘un ensemble de tnonhes 
Dans un ensemble de monijmes, les variables figurant sous une SCW!C forme, par 
exemple LY, sent dites monoformes. Les variables figurant sous au moins deux 
formes ditih-entes cy’, QI” sont dites multiformes. Si une variable appnrait sow ses Q 
formes, elle est dite multiforme complete. 
1.5. Consensus 
Soit un ensemble de monhes E = (pl, . . ., p,J. D&ignons par c, Ic coefficient de 
p,. par CY, le produit des v&,iables de p, qui wnt monoformes dans (p,, ~2,. l l . pq) et 
par p, le monhme produit des variables de p, restantes. Si on a I’egalit6 wkduchbla 
x1:. 1 /3, = p - 1, on dit que le moncime &C+, , , cw est Ic consensus de E, et I’on h-it 
l-l;- 1 c@, = (g(E). q est app el& cfasse du consensus ‘6 (E). 
2. Propriitks du consensus d’un enstmble de monbmes et eppbtiuns 
2.1. Proprie’ttS du consensus [4,6] 
Ccrtaines propri&& de consensus en Algkbre de Brxde SC ghkalisent directe- 
mcnt au cas 0~ p >2. 
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(a) Le consensus d’un ensemble E = {p,, . y . . pq) de moniime cst urlique par 
definition. et on a I’inigalir~ irriductible. 
(b) Soit un ensemble E = (p ,, p2, . . ., p,,} de mon6mes. Si p est monc^,me 
maximaldcg.,+~2+‘** + cl,,. il existe unc partie 0 de E dont p cst le consensus. 
(c) Isotonic du consensus: Soicnt 0 - ir(, f i E I} un ensemble de mon6mes 
posstidant un consensus %‘(O)et R = {A, 1 i E I) un enscmhle de moniimcs tels que, 
pour tout i E 1. p, Q A,. II existe alors unc park R, de R tcltc que 6 (R,) existe et 
Y (0) s %(R,). 
(d) Soit E = (CL,. II,. . . . p,} un c s.3~mM1~Ic dc mon6mcs tcls que (I G= p et 
posskdant un consensus 6(E) = ~1. Soit x unc variable multiformc camplktc de ET. 
II ekistc au mains unc t!galitC dc consensus p = X(Q) oh Ies mar, * mes de E 
contenant x sous WC de SOS p formcs nc sent pas ghkrateurs et. plus prCcis6ment. 
oti 0 cst une partie de I’cnsemble F dbduit de E en remplaqant ces mcw3mes par 
leurs consensus par rapport b x. 
2.2. Gdna’rulisatimr d’alqorithmes de recherche de mon&nes maxirnaux L 
A partir de ces propritWs, il est possible de g6n&aliser deux algorithmes 
classiques en Al@bre de Boole: tours de consensus. consensus par variables pivots. 
On part d’une expression en somme de monCxxes de !a fonction. Lcs consensus, 
s’ils existent, sont calcul;s sur des ensembles de p monc^,mes au lieu d’etrc calcuk 
sur des couples de mon&nes. p monbmes admettent un const’nsw si et seulement si 
unc variable est mr;Itiforme complete dans I’ensembie de ces p mot&mes, les ;wtres 
et ant monoformes 
Exempk. Dans Ic ca$ p = 4. n = 3 
3. Autre mOthode d’obtention ds montimes maximaux d’une fonction f 
01~ utilise I’anti;~tlrt~morphisn~e involutif 8 : E - E Mini dans [Z] par 
I 
/3(x) = ‘2: 6 * x,,, I Il. 
, ... i
En particulier, 
Dans Ie cas p = 2, /3 se rkiuit h la compl~mentation. 
CJX. y ur E p(x + VI= @(s)*p(y) et p(s,y)= p(-u)+ fi(y>. . (2) 
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Thkwkme II. 1. On obtient tous les mortiimes maximayx d’tin produit de fonctions 
don&es elks-me”mes comme summes de tous ieurs mon6mes maximaux en effectuant 
le produit die ces sommes, puis err supprimant les termes nuls et les monhes non 
maximaux dent la somme de morrt$mes obtenus. 
Si pi e!Z rJn mon6me, /3&i) s’hit aisement B partir de (1) et (2) comme somme 
de tow ses mon6mes maximaux. La fonctjon f &ant donnke par f = x7_=, (p,), en 
appliquant ,j3 : /3(f) = nf= Ip (pi); on obtient, apr&s suppression des mon6mes non 
maximaux, tous les monliimes maximaux de p(f). Le calcul de @(p(f)) = f donne 
aiors tous 1~s monhmes maximaux de f 
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